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Introducciédn

Los temas de esta obra constituyen un curso de geometria analitica plana elemental
para estudiantes y maestros del nivel medio superior. Esta obra se ha estructurado
de manera sencilla, pero elocuente, con el propdsito de facilitar el quehacer docente
y la tarea de los alumnos.

En su preparacion se ha hecho el esfuerzo de satisfacer principalmente las necesida-
des del bachillerato general, con la esperanza de que sea una herramienta de apoyo
para los profesores que ensefian en este nivel —~de manera que haga mis eficiente su
labor- y de que le sirva de estimulo al estudiante para que participe de manera acti-
va en el proceso de ensefanza-aprendizaje.

El material comprende un gran niimero de ejercicios teérico-pricticos, ademids de
incluir los espacios necesarios para resolverlos a manera de cuaderno de trabajo.

Como en la mayoria de los cursos de Geometria analitica, este material aborda los
temas bdsicos, como son: el sistema de ejes coordenados, los lugares geométricos, la li-
nea recta, la circunferencia, la pardbola y, de manera general, las cdnicas y la ecua-
cidn general de segundo grado. La exposicion tedrica de dichos temas ha sido
simplificada dentro de lo posible para una mejor comprension por parte de los estu-
diantes, pero cuidando el desarrollo matematico elemental de los conceptos y la ma-
voria de las demostraciones,

Quiero agradecer a todas aquellas personas que me animaron e hicieron posible la
realizacidén de este trabajo, a mis compafieros maestros por permitirme compartirlo
con ellos, ya que con sus comentarios y observaciones han enriguecido las estrategias
didécticas que presento. En especial, agradezco a mis estudiantes, pues es a ellos a
quienes va dirigida la parte fundamental de nuestra labor y son finalmente el moti-
vo de nuestra vocacion educativa.

Por dltimo, a quienes dediquen un poco de su tiempo a la lectura y reflexién de este
trabajo, mi mis sincero agradecimiento, ya que fue escrito teniéndolos presentes.

René Jiménez
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SISTEMA COORDENADO LINEAL

Observa la figura siguiente:

P B P 0o A P, P
- + + + + $ + f + >
x 3 Xg 0 1 X X

Si las letras maytsculas describen puntos geométricos de la recta y las letras mi-
niisculas, como x, representan nimeros reales, jqué podemos deducir al respecto?
Que hay una relacién tnica entre un punto geométrico y un nimero real. Esta rela-
cion se llama sistema coordenado lineal.

También observamos que, por relacion de segmentos dirigidos,

OP, + P\P, = OP;; pero OP =x; y OP,=1x, luego x, + P\P, = x,,

dedonde | PyP; = x; — xy

(= B Py o A Py
1 e i : ah i ; : : L e }
2 op, 1
........__._...._...'.,
P\P,
GI 2
g

En cualquier caso, la longitud de un segmento dirigido se obtiene en magnitud y
signo restando la coordenada del origen de la coordenada del extremo. Por lo tanto,

la distancia entre P, y P, se obtiene facilmente con tan sélo considerar el valor ab-
soluto del segmento:

d=|P,Py| =|x; = xy

m Hallar la distancia entre los puntos Py(5) y P:(=3).

SOLUCION d=|-3-5=|-8=8

P, (2]
= - ez - - - - - - -
-3

(541 wuf‘u




Sistema coordenado lineal = 3

Esercicio 1

Calcula la distancia entre los puntos A(8) y B(5). Verifica tu resuliado con una recta numérica.
Reflexiona la diferencia entre distancia y segmento dirigido.

o B A

EJercicio 2

Calecula la distancia entre los puntos C{—4),y D(3).
Verifica tu resultado con una recta numérica,
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SISTEMA COORDENADO EN EL PLANO

Para extender la utilidad de la correspondencia entre puntos geo-
métricos y nimeros reales, vamos a considerar ahora un punto que
puede moverse en todas direcciones, manteniéndose siempre en
un plano. La consecuencia es el sistema coordenado rectangular o
cartesiano, llamado asi en honor de su descubridor, René Descar-
fes, quien précticamente es conocido por todos nosotros.

Su logro mis notable fue la reduccidn de la naturaleza a leyes
matemiticas. Al respecto, Descartes afirmaba:

Consideraria que no sé nada de fisica si tan s6lo fuese capaz de ex-
presar como deben ser las cosas, pero fuese incapaz de demostrar
que no pueden ser de otra manera. No obstante, habiendo logra-
[René Descartes, 1596-1650) do reducir la fisica a las matemiticas, la demostracitn es entonces
posible, y pienso que puedo realizarla con el reducido alcance de
mi conocimiento,

A continuacidn se muestran los elementos que componen este sistema:

P(x, y) es un punto geométrico, donde (x, y) representan un par de
nimeros reales.

x se llama abscisa y y se llama ordenada; juntas se conocen como
coordenadas.

I, IL I y IV se llaman cuadrantes y definen los signos de las
coordenadas.

=, +] i+, +)

M=, =} Wi+, =)




Sistema coordenado en el plano « 5

Escribe con tus propias palabras un concepto de coordenadas cartesianas.

G [ vocaiizar tos puntos A(2,4), B(% -%) P (~4,-3) y P(~3,26).

A
A2, 4)
I
28 e, :
[l ]
: |
! |
i
gEEE N T
| e
|
L | | [ | E{E, '-“é]
Pi—4, -3
Y

SOLUCION

En cada eje ubicamos la coordenada respectiva.
Trazamos, a partir de ellas, segmentos paralelos a los ejes; en su interseccion se
encuentra el punto buscado.
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f@ Escribir las coordenadas que corresponden a cada punto de la grifica de re-
ferencia.
y SOLUCION
A A
A(-3.4)
AI-
o B(2,3)
C(-2,-49)
- 1 D4, —4)
o L
c b
\J
Esercicio 1

Encuentra las coordenadas de los vértices A, B, C y D de la figura que se presenta a conti-
nuacion;

=

T




Sistema coordenado en el plano « 7

Esercicio 2

Si, en la estrella mostrada, la distancia en linea recta de una punta a otra es de 30 cm, ; cudles
son las coordenadas de los vértices de esta figura? Por ejemplo: las coordenadas del vértice B

s0mn
2 15
= 15¢c0845° = 15| —=| = —= v
o (v’i) V2 ,f-r-|——{-f
y = 15sen45° = 15(_1._._) _ 15 Hi 1?» “,,\/El[ )
“ }_'*I —cl )
R e, \ 8 s“'\m ;
E{ }

EJercicio 3

Un rayo incide sobre una superficie como se indica en la figura, ;cudles son las coordenadas
del punto M y N? La distancia MO = 20 y, de acuerdo con la ley fundamental de reflexién,
a = 60°,

A Ley de reflexién: La experiencia demuestra que a = 60°,

El rayo incidente, el rayo reflejado y la normal yacen en
el mismo plano.

MNormal
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DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS
EN EL PLANO

En un sistema coordenado bidimensional, la distancia entre dos puntos P; P; es fécil
de obtener con tan s6lo hacer uso del teorema de Pitdgoras.
Si observamos la siguiente figura

A PﬂXz. ¥l

-yl
">

L B S —
1% — )

tenemos que
d? = |Pp|2 = (x; = 0 + (52 = W)

luego,

d= IP].P:I = V{I: —i I]}i + {J"l e .'p'l::'2

que es la expresion que sirve para calcular la distancia entre dos puntos.



Distancia entre dos puntos en el plano * 9

m Encontrar la distancia entre los puntos P(4,5) y O(1,1).

SOLUCION
d= |PQ| =V(1 - 42 +(1 -5 y
=Y+ o t
=V9 + 16
= V25
=5
a1, 1 4-1=3 o
Esercicio 1

Halla la distancia entre los puntos A(—3, — 2) y B(3,5).

>
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@m Calcular el perimetro y el drea de un terreno que tiene las caracteristicas del
siguiente poligono.
y
A
Vs
Va
V4 vﬂ
»x
SOLUCION

Las coordenadas de los vértices son:
VI("'l ]-ﬂ}l VZ{]-zn B)I V:i(]-zl l} y VA{:L 1]

La longitud de cada lado es:

Vvl = V(12 — 4 + (8 — 102 = V68 =~ 8.4

lV,vsl =V(12 — 122 + (1 - 82 = Va9 = 7

lvavl =V - 122+ 1 -1 =V121 = 11

lv,v,] = V(1 — a2 + (1 — 107 = V90 ~ 9.48



Distancia entre dos puntos en el plano « 11

El perimetro es la suma de estas longitudes: Ves + 7+ 11 + Voo = 3572

El drea del poligono es la suma de las dreas de dos tridngulos recténgulos y un rec-
tangulo.

A|=

3§9=|3.5. A3=B§1=E y Ay=8 X7 =56

El drea total es 13.5 + 8 + 56 = 77.5.
Ay | :

Ay .

EJercicio 2

En la figura se muestra un anuncio para promover la conciencia ecolGgica. El eje x represen-
ta el nivel del piso y la escala es 1:200 cm.

a) ;Qué dimensiones tiene el anuncio?

b) ;A qué altura queda del piso su parte infe-
rior?

¢} ;Cuénto mide la diagonal AD?

» <
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EJercicio 3

El triingulo mostrado aparenta ser isosceles. Demuestra que efectivamente lo es, caleulando
la longitud de sus lados. y
A A(2, 5)

Eiercicio 4

Prueba que los puntos P{—3, 'VE}, o, -3 “\/E}, y R(5, VE] son los vértices de un triangulo
equildtero.

¥
A

=X




EJercicio S5

Distancia entre dos puntos en el plano + 13

Prueba que los puntos A(—1, —4), B(3,1) y C(—2, 5) son los vértices de un tridngulo rectdn-

gulo e isésceles.

EJercicio 6

¥

A

e

En el mapa mostrado, calcula las distancias en linea recta entre Guamdchil, Culiacdn y Las
Puente; y demuestra que estas tres localidades estdn en los vértices de un tridngulo rectingu-
lo. Las coordenadas respectivas son G(6.5,20.5), C(11.5,13) y L(8.5,11).

24

« GUAMUCHIL 1 unidad = 10 km
20
16 « Pericos

NAVOLATO®
@ CULIAGAN

* Las Puente

12

4 SINALOA

4 8 12 16 20 24
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EJercicio 7

La grifica y la tabla indican la altura en km de algunas de las mayores cumbres de México. Las
distancias en el gje x son con respecto a la Ciudad de México.

o 30 60 90 120 150 180 210 240

Pico de Orizaba 6.747

Popocatépet| 5.482
Iztaccihuatl 5.386
Mev. de Toluca 4.558
La Malinche 4.461

Cofre de Perote | 4.282
Pico del Ajusco 3.929

a) Escribe la coordenada de cada cima.

b} ;Cuil es la distancia que hay entre el volcin Popocatépetl y el Pico de Orizaba?



Divisién de un segmento entre una razén dada

.

15

ON DE
RAZON

N SEGMENTO ENTRE
D

u
DADA

En mateméticas, cuando hablamos de razdén queremos denotar que estamos compa-

rando dos cantidades. Asi, por ejemplo, la razﬁn% = (.75 nos dice cudntas veces
contiene el numerador al denominador.

En geometria, describimos un punto P que divide un segmento AB en dos partes, tal

ue su razon es r _ AP
q PB’
A p 8
l * i i
L
PB 2
A P B
| - |
L -
TSR 1

En cada uno de los segmentos mostrados a continuacion, escribe la razon del
punto P en el segmento dirigido AB.
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Ahora veamos cémo calcular las coordenadas de un punto P(x, y) que divide a un seg-
mento AB en un sistema bidimensional,

Observemos la figura de la izquierda y reflexio-
nemos en el siguiente andlisis:

¥
Bl xz, y3)
4 e - CD _ DE
AP PR’

al trasponer términos, obtenemos la razén:
_ AR Bl X =&

PR DE x—-x
De esta dltima expresion, despejamos x:

r

Xt rx
1+r"°

De manera andloga, podemos obtener la coorde-
X nada si trazamos perpendiculares al eje ¥, esto es

¥+ ry,

B

Las coordenadas de un punto P(x, y) que divide al segmento A(x;, y;) y B(x3, 1) I

enlarazénr = £s:l:u:l:

PB
X+ ¥+
= e—— e —— =_||'-'—,_
x B y 'y T donde r r

! N OTAS
1. En geometria analitica se debe considerar el signo de r, ya que tratamos con
segmentos dirigidos.

2. Siel punto de division P es externo al segmento dirigido AB, entonces r es
negativa (AP y PB tienen sentidos contrarios).
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Obtener las coordenadas del punto que divide al segmento con extremos

B(-5, 5)

A(3, 1)y B(-5,5)enlarazénr = %
» SOLUCION
A
3
3 5
_ 3 _ 0 _
= —===0
papd 3
5 5
PO, 1.25) -1+ 25
% _ 5 _ 2 _ 10 _
y= ——— = — = — =125
3 8 8
) Ve 08
Al3, —1) P
El punto de division se encuentra en P(0, 1.25),

como puede verse en la figura.

m PLO 2 El ancho de la franja que separa una ciclopista de una autopista es igual a

|

>

la mitad de un carril de ésta. Las coordenadas de los puntos estin dadas en
metros.

a) ;Cuailes son las coordenadas de un ciclista en P?
Alg, 12;? b} ;Cuil es el ancho de la franja de separacién?

SOLUCION

a) El punto de divisin P es externo al segmento AB
AP _ 15 _ 5

ylarazénesr =—— = = —= = -5,
a8, o) PR 3 1
Ty F Lascoordenadas de P son:
Plx, y): - -
Ciclopista : x=8+{5}3=3y _1z+(=50 _ .,
' 1+ (=5) 1+ (-5)

b) |PB| =|-3-0| = |-3] = 3 metros.
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EJercicio 1

Halla las coordenadas del punto medio del segmento cuyos extremos son A(4, —1) y B(—3,5)

enlarazénr =

| b

y
A

»x

EJercicio 2

Si Py (—4,3) y (4, —3) son los extremos de un segmento dirigido P, P; , halla las coordenadas
del punto P(x, y), que divide a este segmento en la razon r = -3,

¥
A




Divisién de un segmento entre una razén dada + 19

Esercicio 3

Encuentra los puntos de triseccién del segmento dirigido cuyos extremos son los puntos A(—2,3)
y B(6, —3).

b 4
A

Esercicio &

Los extremos de un segmento dirigido vienen dados por A(7,4) y B(—1, —4). Obtén la razén
r en que el punto P(1, —2) divide al segmento.

¥
A
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EJercicio 5

La posicion de un avidn que viaja en linea recta estd a 250 km del punto de partida y a 350 del
punio a donde deberia llegar. ;Cudles son las coordenadas del sitio en el que se encuenira, si
las coordenadas del punto de partida y de llegada son A( -2, 4) y B(8, 5)?

AP 250 3
La razon es B 350 -
A B
A __,ﬂ‘r,fv;’/—’.
=
>
Esercicio 6

Las longitudes del brazo y del cuerpo de una guitarra eléctrica son, respectivamente, 64 cm y
32 cm. Los extremos del cuerpo de la guitarra son A(4, 5) y B(4, 20). ; Cudles son las coorde-
nadas del extremo final del brazo de la guitarra?




Divisién de un segmento entre una razén dada + 21

PUNTO MEDIO

El punto medio de un segmento AR es el resultado de unarazénr = 1,porlo
tanto, las coordenadas anteriores se convierten en:

2 2

s y y b ) §

5 )2 L300 [l Halla las coordenadas del punto medio del segmento P(4,6) y Q(~2,2).

» =

Pl4, 6)

P, 2)
/ >

/

(=2, ~2}

SOLUCION

_A+ D _6+(-2) _
S T 1 v Y=

El punto medio se localiza en (1, 2).
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m Encuentra los puntos medios de los lados del tridngulo con vértices

A(=2, —2),B(8,0) y C(2,10). Prueba que la distancia entre dos puntos me-
dios es igual a la mitad de la distancia entre los vértices del lado restante.

Y SOLUCION

Punto medio del lado AB;

—2+t8 _4 —218
My 2 2 2

M
entonces M,(3, —1).

Punto medio del lado AC:

entonces M,(0, 4).

Punto medio del lado BC:

entonces M,(5, 5).

Ahora calculemos las distancias |AE| ¥y |M1M}|:

|AB| = V(8 + 27 + (0 + 2 = V104 = 2V26

| MaMy| = V(5= 07 + (5 — 47 =V26

que es lo que queriamos comprobar,



Divisién de un segmento entre una razén dada « 23

Esercicio 1

Halla las coordenadas del punto medio del segmento determinado por los puntos A(—3, —2) y
B(4,5).

=

EJercicio 2

Calcula las coordenadas del punto P(x, y),
que divide en 3 partes iguales a los segmen-
tos que unen a los vértices con puntos me-
dios de cada lado opuesto el tniangulo que
vimos en el ejemplo 2 (r = 2).
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ANGULO DE INCLINACION Y PENDIENTE
DE UNA RECTA

PENDIENTE DE UNA RECTA

Se llama pendiente m o coeficiente angular de una recta a la tangente de su én-
gulo de inclinacién a.

Entonces, en la figura es evidente que
m = lana

Luego, si consideramos dos puntos cualesquiera de la recta, por ejemplo
AyB:

Y2 — h

= ==

X - X

>




Angulo de inclinacién y pendiente de una recta * 25

Es importante destacar que y;, — y, es un cambio de distancia vertical y que
X; — x;esun cambio de distancia horizontal, por lo cual, la pendiente m es una ra-

z6n de cambio.
Otro aspecto importante de trigonometria que se debe recordar nos lo sugiere

la siguiente tabla:

RECTA ANGULO PENDIENTE
/ a < 90° m = tan a es positiva
— 7}
a =< 9° m = tan « es negafiva
[# 3
™,
—huﬂ

a = (0° o 180° m =tan aesigualal

- 180°

a0 270°

90° o 2707 m = tan a no estd defimida

R
Il
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Obtener en cada caso lo siguiente:

a) La pendiente de la recta con un dngulo de inclinacién o = 120°

SOLUCION
m=tana = V3 = —1.7320

b) Eléngulo de inclinacién de la rectaconm = 1

SOLUCION
a = 45°

Hallar la pendiente y el dngulo de inclinacion de la recta que pasa por
A(1,2) y B(7,7).

e

SOLUCION

= 0.83333 = a = 30.80°,




Angulo de inclinacién y pendiente de una recta » 27

Encontrar la pendiente y el dngulo de inclinacién de la recta que pasa por

P( et £ 1) y Q{‘L 2}1

¥y
A

SOLUCION

Hallar la gréfica de la recta que pasa por P(3,2) y tiene pendiente m =

1| &=

SOLUCION

Se grafica el punto conocido y,a partir de éste, se
cuentan siete unidades paralelas a x y cuatro parale-
las a y; la interseccion de estas coordenadas es otro
punto de la recta.
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m Algunos equipos se deprecian de acuerdo con un modelo lineal. La grafica

nos muestra una depreciacion constante anual de un equipo médico que per-
derd todo su valor al cabo de cierto tiempo. En funcitn de la grifica,

A(0, 45)
40

sos)

pe
8

10

Valor {miles de

2 4 6 8 10
Tiempo

al ;Cuil es el precio inicial del equipo?
b) ;En cudnto tiempo perderi todo su valor?

¢) ;Cudnto valdri el equipo en 7 afios?

SOLUCION
a) El precio inicial es de $ 45,000.

bl El punto B(10,0) nos muestra esta situacion, dentro de 10 anios.

45 -0 45 4,5 . 3 x

0- 10 T —T,luquemdlcaque cada ano el equipo vale
$4,500 pesos menos, de modo que en 7 afios el equipo valdri

$45,000 — 7(54,500) = $13,500.

¢ m=
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Esercicio 1

En cada una de las grificas que se presentan a continuacion, escribe la pendiente de la recta
que se muestra e interpreta la pendiente mediante una relacién entre desplazamientos verti-

cal/borizontal.

> s
A A A
\
y
» x - > X > X
m= m = m =

EJercicio 2

Calcula el valor de la pendiente y el d4ngulo de inclinacién de la recta que pasa por los puntos
A(-3,2)y B(1,1).

¥
A
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Esercicio 3

En un plano cartesiano, dibuja la recta que pasa por P(4, —3) y tiene la pendiente m = —%.

Esercicio 4

Usando el concepto de pendiente, prueba que los puntos A(—1, —1), B(3,7) y C(1,3) son co-
lineales.
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Eiercicio 5

La grifica muestra las ventas mensuales de un almacén antes, durante y después del periodo
de ofertas en julio-agosto. ;Cuil fue el ritmo del incremento de ventas en cada periodo?

VENTAS

oovprrrrn BRI RLR

0 2 4 B B 10 12

EJercicio 6

La Universidad Nacional Auténoma de México (UNAM) contaba, en 1970, con nueve plante-
les de bachillerato. Para 1973, el total de planteles que pertenecian a la UNAM ascendia a 14y,
en 2000, esta cantidad de planteles se mantuvo constante. ; Cudl fue la raz6n promedio de cre-
cimiento anual de planteles de bachillerato en cada uno de esos dos periodos?
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Esercicio 7

Una maquinaria para asfaltar carreteras se deprecia de manera constante a razén de $35,000
por afio. Si el valor de desecho de dicho equipo estd contemplado en $1,200, al cabo de 25 afios,

;cudl fue el valor inicial del equipo?



Esercicio 8
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La tabla y la grafica muestran las exportaciones de México en 1999.

Millones
de ddlares

g728

9652

9675 (10598

11102

12000

10231

12322

11740

1230313089 13500 |

$ (MILLONES DE DOLARES)

13000

12000

11000

10000

8000

10 12

a) ;Cuél fue la tasa de exportacién promedio anual de México en ese afio?

b) ;En cuil trimestre del afio fue mayor el ritmo de exportacién?
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PARALELISMO Y PERPENDICULARIDAD

Condicion de paralelismo
Dos rectas, [, y I, son paralelas si y s6lo si sus pendientes son iguales:

m; = M3

En la figura, tan & = tan a; por lo tanto,m; = m,.

Y. h la

f f >

Condicidn de perpendicularidad

Dos rectas /) y I; son perpendiculares si y s6lo si sus pendientes son reciprocas y
de signo contrario; es decir, su producto es igual a —1.

y 1
m = -1, obien m = —.
1 1 ms

En la figura, (tan 60°)(tan 150°)= (V3 }(—%) e

Y h

/
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@] Probar que los puntos A(—2,4), B(5,6),C(—3, —1) y D(4, 1) son vértices de
un paralelogramo.

¥y
A

SOLUCION

Calculemos las pendientes de sus lados; si son iguales de dos en dos, es un paralelo-
gramo.

PSTIIL ool S | QTSNS Book ! S

A s5-(-2) 7 @ 4-(-3) 7

N o S S 1=6 _ =5 _
iy e b B Sl Ty e

Esto prueba que es un paralelogramo.
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e 2
EJEN La recta [}, mostrada en la figura, tiene pendiente m, = 3
¥
A
b
P4, 5)
h
» T
\
a) Entonces, la pendiente de la recta perpendicular /,.
SOLUCION 5
My = -"E

bl Dibujar la recta [, que pasa por P(4, 5).

Esercicio 1

La figura muestra la trayectoria de una bola de billar. Encuentra las coordenadas de Cy D, asi
como las pendientes de cada linea punteada si la mesa mide 10 por 20.
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Eiercicio 2

Halla, en la figura del ejercicio anterior, el punto medio de cada lado del tridngulo con vértices
A(=5,4), B(3,6) y C(2, —2). Prueba que la linea que pasa por dos puntos medios es paralela al
lado restante.

AREA DE UN POLIGONO

El drea de un poligono de vértices Py(xy, y1), Po(x3, ¥2),..., P,(x,,,) puede calcu-
larse mediante la formula;

ST
Xz ¥2

_ Xt xmyt ot Gn-(an txny o+ x)
2

| =

‘xﬂ' J‘rﬂ
n o»
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G TRl Obtener el drea del poligono con vértices A(S, —2), B(=3,3), C4, 6) y

E(6,0).
A
c(d, 6)
B(3, -3)

\\ El6, 0)

\/ B

A(5, ~2)
g -3
3 3

dmd| 4 & =‘(5}[3}+(—3](5}+(4}(ﬂ}+(ﬁ](-E}-[(—3]{-2)*'[4}(3)*{5]{6}"-(5)(1]}]
2 5 2

§ =3

15-18 +0-12-(6 +12 + 36 + 0
A =‘ z( B 34.5 unidades cuadradas.
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Esercicio 3

Utiliza el determinante para demostrar que los puntos (1, 5), (—2, —4), (2,8) y (0, 2) son coli-
neales.

EJercicio 4

Determina el drea del tridngulo cuyos vértices son A(-2, —2), B(1,3) y C(4, —5).
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Eiercicio 5

Determina el drea del poligono cuyos vértices son A(S, —2), B(~3, 3), C(=2, 5), D(4,6) y
E(6,0).
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GRAFICAS DE UNA ECUACION

LUGAR GEOMETRICO. GRAFICA DE UNA ECUACION

Ahorro (5)

¥
A

-1
Tiempo

Con frecuencia, los diversos medios de comunicacién nos permiten ver y anali-
zar de manera grafica situaciones en las que estdn involucradas al menos dos
cantidades variables y la dependencia entre éstas, por ejemplo; la tasa de infla-
cidn, el crecimiento econdmico de un pais, la produccién mensual y las estadisti-
cas de las ventas de una empresa, etc. Tales grificas nos dan una idea geométrica
y sencilla de como una cantidad depende de otra.

Otra manera de mostrar los resultados mencionados anteriormente es rela-
cionar las dos cantidades en forma de una ecuacién algebraica equivalente a una
grifica o lugar geométrico.

En esta parte del curso, vamos a introducir el procedimiento elemental para
relacionar cantidades en forma de gréifica o en forma de una ecuacion equivalente.
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REPRESENTACION GRAFICA
DE LAS ECUACIONES

@Plﬂ 1 La siguiente tabla muestra dos cantidades x y y que estdn relacionadas; marca
los puntos para esbozar su gréfica y trata de escribir una ecuacién para des-

cribir la dependencia entre ellas.
i Ecuacidn

X ¥
-3 g
-2 4
=1 1
0 0
1 1
2 4

3 g

@ De la ecuacion 2x -y = 3 resuelve para y, completa la tabla mostrada y es-

boza su grafica.
i Ecuacidn

X y=2x-3| xn y=2x-3
-
-1

]

1 1

2

3
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Las grificas y los resultados de los ejemplos 1 y 2 debieron quedar de la siguiente ma-
nera.

i Ecuacién
X 14 y=x
3| 9 !
=2 4
—1 1
] 0
1 1
2 4
3 g 2 B
i 1 Ecuacién
x |y=2x-3| (xy y=2x-3
-2 =7 (-2, -7) '
-1 -5 (=1, =5)
0 -3 (0, =3)
1 =1 (1, -1)
1 {2, 1)
3 3 (3, 3)
-

Evidentemente que en estos ejemplos existe un niimero infinito de puntos en la gra-
fica, y es imposible graficarlos todos, pero mientras més dibujemos, nos daremos
mejor idea del comportamiento grifico de nuestras ecuaciones.
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Los ejemplos anteriores nos ensefian que cuando tenemos una ecuacion que in-
cluye las variables x y y como en

E+y =2 y=r y=2%-3

un punto (x, y) que satisface la ecuacion, —es decir que al sustituir los respectivos
valores de x y y en la ecuacién, la hace verdadera— es un punto del lugar geométri-
co de ésta. Por ejemplo (3, 4) hacen verdadera la ecuacién x* + y* = 25, porque
3 + 4 = 25, Por tanto, podemos definir la grifica de una ecuacién de la siguiente
manera:

GRAFICA DE UNA ECUACION

La grafica de una ecuacién en x y y es el conjunto de todos los puntos (x, v) del
plano cartesiano que satisfacen a la misma.

m Hallar la grifica de la ecuacién y =|I|.ESUIE!]JIESiﬂIISE conoce como valor

absoluto y se define como

=~ x &l =9
y -x 81 x<0

i Ecuacién
X ¥ x v y=|x|
—3 3 (—3, 3)
—2 2 (-2, 2)
-1 1 {(—=1,1)
0 0 ({0, Q)
1 1 (1, 1)
2 | 2 2, 2)
x| (3, 3) -~
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Elabora una tabla de valores y traza la grafica de las siguientes ecuaciones, de los ejercicios 1 al 5:

EJercicio 1

y=2x-3

x ¥ (x, ¥

Esercicio 2

y= x| -2

X ¥ (x ¥
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Eiercicio 3

y=2-x

x ¥ {x y)

Eiercicio 4

- V&

X ¥ {x vy
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x ¥ {x ¥

EJercicio 6

Halla la ecuacién que representa al circulo mostrado.
Sugerencia: Utiliza el teorema de Pitdgoras para obtener tal ecuacién.

» =

Pix, y)
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INTERSECCIONES DE UNA GRAFICA

Los puntos donde la gréfica de una ecuacidn se cruza con los ejes coordenados se
llaman intersecciones. En la interseccidn con el eje x es evidente que y = 0, es decir,
las coordenadas del punto serdn (x, 0); en la interseccién con el eje y, obviamente
x = 0, por tanto, las coordenadas serén (0, y).

¥ ¥ y
A A A
P \
> .
Tres interseccionas en X, Una interseccidn en y No hay interseccionas
una an y

Cuando una gréfica no tiene intersecciones, en la solucién aparece una raiz cuadrada
de un niimero negativo o la divisién por cero.

INTERSECCIONES DE UNA GRAFICA CON LOS EJES COORDENADOS

Intersecciones Procedimiento para obtenerlas Grifica

Intersecciones con el eje x

Hacemos y = 0 y resolvemos
Puntos donde la curva parax Vi ¥ x

se cruza con el gje x /

Intersecciones con el eje y

Hacemos x = 0y resolvemos
Puntos donde la curva para y >
se cruza con el gje y
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Determinar las intersecciones en x y y de la grifica de la ecuacién

y=x-2
{ Intersecciones en x
2-2=0 hacemos y= 0
¥ = 2 sumamos 2 en cada lado

¥ = *V2  resolvemos para x

Por tanto, las intersecciones con x estdn en (V2,0) y (—-V2,0)

Intersecciones en y
y=0-2 hacemos x = 0, luegoy = —2

Hay una sola interseccidn en y, y la grifica se traza calculando cuantos puntos
sean necesarios,

En las ecuaciones siguientes, de los ejercicios 1 a 5, determina las intersecciones en
los ejes, elabora una tabla de valores y traza la grifica correspondiente.

Esercicio 1

x+y=3

Intarsaccionas an x X ¥ (x ¥

Intarsaccionas an y
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Intersecciones en x x ¥ ix, ¥

Intersecciones en y

Esercicio 3

y=x+2x

Interseccionas en x x ¥ x. ¥

Intarseccionas an y
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Esercicio 4

x= byl
Intersecciones en x (x v
intarsacciones en y

EJercicio S5

y=NVa-xt
Intersaccionas en x (x )

Intarsaccionas an
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SIMETRIA

lo estd (—x, —y).

{(—x ¥

>

{x ¥

En la figura se muestra la grificade y = x’;si el eje y fuese un espejo, entonces
la parte izquierda de la curva es la imagen de la que estd a la derecha. Es decir, la
grifica contiene el punto (x, y) y también a (—x, y), y ambos son reflexiones uno
del otro respecto al eje y. En estas condiciones, se dice que la curva es simétrica
respecto al eje y. De la misma manera, si la gréfica contiene el punto (x, y) y el
punto (x, —y), entonces tiene simetria respecto al eje x. Finalmente, una grifica
es simétrica respecto al origen si siempre que (x, y) estd sobre la grifica también




Simetria

DEFINICION DE SIMETRIA

Simetria Prueba de la simetria Gridfica

e (x wi
L i La ecuacidn no
S 5 35T
e el cambia al sustituir _—
ypor =y
1-‘! o F:

La ecuacion no
Simetria respecto al eje y ~ cambia al sustituir x
por —x (~x, 1 (x ¥

La ecuacion no (x v
cambia al sustituir x X

por —x ni y por —y
I._Kr _H

53
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Determinar las intersecciones con los ejes, verificar la simetria y dibujar la

grifica de la ecuacién y = x’ - 3x

Intersecciones en x Simetrias
Siy = 0,entonces x’-3x =0 Si sustituimos x por —x
= ¥
x(x*-3) = 0, y por -y tenemos
dedonde x =0y +V3
-y = (=2 -3(~x)
—y= =y 4 By
Intersecciones en y y =3
Six = 0, entonces y = 0 La ecuacién no ha
cambiado. Significa que
hay simetria respecto al
origen.
X =2 =1 1 2
vy ~2 2 -2 2

» <
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En los siguientes ejercicios, determina las intersecciones con los ejes, verifica la si-
metria y grafica cada ecuacion,

Esercicio 1
W
y=—x+12
F
¥
ix ¥
Intersecciones en x Simetrias

Intersacciones an y
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Esercicio 2
y= 3- I" x
¥
I ¥
Interssccionas an x Simatrias
Intarsaccionas an y
Esercicio 3
y=x-2 x
¥
lx ¥

intersecciones en x Simaetrias

Intersacciones en y
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Esercicio 4
y=2+ |zl x
4
x ¥
Intersecciones en x Simetrias
Intarsecciones an y
Esercicio S
Completa la grifica utilizando la propiedad de simetria dada.
Simetria respecto al eje y Simetria respecto al eje x Simetria respecto al origen
E ¥ ¥
EY 'S A
\“—=:-x »x > x

- _ -t
e reg =t
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LINEA RECTA

En la vida cotidiana, existen relaciones entre dos variables que pueden re-
presentarse como un lugar geométrico lineal. El modelo analitico y gréfico de
una recta nos sirve para entender mejor situaciones de la naturaleza que se ca-
racterizan por tener una razén de cambio constante, tal es caso de la tasa de
crecimiento, el pago de impuestos, el interés simple de un capital, los ingresos
econdmicos, etc. Por eso, es importante que conozcamos e identifiquemos las
caracteristicas algebraicas y geométricas de la linea recta.

§ (interés)

= X
tiempo

La principal caracteristica de la recta es que sus puntos siempre conservan la
misma direccién; por lo tanto,

Recta. Es un lugar geométrico formado por puntos que tienen entre sf la
misma pendiente.
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ECUACION DE LA RECTA QUE PASA POR UN
PUNTO Y TIENE UNA PENDIENTE DADA

]

Pix, )

Pylx, )

Trabajemos con la recta que se muestra en la figura.
P(x, y) es un punto cualquiera de la recta.
P(x,, y,) es un punto conocido de la recta.

m es la pendiente de la recta.

Ahora calculemos la pendiente de la recta, considerando estos dos puntos:

por lo tanto,

y=»n=m(x—x)

que representa la ecuacidn de la recta con pendiente m,que pasa por el punto P;(x;, y;).
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@ Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (4, —1) y que tiene una in-
clinacién de 135°,
SOLUCION 5
Recuerda que necesitamos un punto y la pendiente. -
X —_ =
m = tan 135° = —1, en este caso, la ecuacion serd \ J

y=(=1) = ~1(x - 4 \0
135°
» X

+1=—x+4
y * \FM.—H

Esta iiltima ecuacion se puede expresar como x + ¥ — 3 = 0,0 bien y = —x + 3,que
representa todos los puntos de la recta de la figura.

M rLo 2 Escribir la ecuacién de la recta mostrada en la grafica, la cual pasa por

P(-1,5)y 0(2,0).

» =

Bx + 3y —10 =0

K

SOLUCION

Para conocer la pendiente, debemos hallar dos puntos
cualesquiera, por ejemplo, P(—1,5) y Q(2,0).
_0-5 5
mT2a-(-) " ¥
luego, la ecuacitn es

y=5=-3@~-(-1))
-_3
y=35= 3(x+1}
si a esta tiltima ecuacion la multiplicamos por 3
Wy-=-5==-5(x+1)

3y —15=—5c—§,
0 bien

Sx+3y—10=0
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Esercicio 1

Halla la ecuacidn de la recta que pasa por (4, 3) y tiene pendiente m = 0.

EJercicio 2

Halla la ecuacitn de la recta que pasa por (—4, 3) y tiene pendiente m = %
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Eiercicio 3

A partir de la grifica, escribe la ecuacion de la recta.

P

EJercicio 4

Con base en la ecuacién 3x — 4y = 12, encuentra su pendiente y un punto por el que pasa, y
traza su grifica.
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m Las ventas de un almacén de articulos deportivos al inicio del segundo tri-
mestre ascendieron a 10,400 articulos, mientras que al cierre de éste fueron
de 8 870 articulos.

Mam. da articulos

¥y

A
10,000
8,000
6,000
4,000
2,000

e
1 2 3 4
Trimestre

a) Silas ventas se mantuvieron constantes, ;cudl fue la tasa promedio de variacion?

b) ;Qué significa este resultado?

¢) Elabora un modelo que nos permita calcular el nimero de articulos vendidos
cada dia x del segundo trimestre.

SOLUCION
a) La tasa promedio de variaci6n es la pendiente
8,870 — 10,400
L ) o
_ 8870 — 10400 _ art. 1530 _ __art,
= TR e e o e

b) Las ventas disminuyeron a razén de 17 articulos cada dia aproximadamente.
¢) Es obvio que el modelo es lineal

y— 10,400 = =17(x — 1)
y=-=17(x — 1) + 10,400
y=-=17x + 10,417

donde y denota el nimero de articulos,
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EJsercicio 5
Interpreta la siguiente grifica de ventas diarias de equipos personales de cémputo.

Equipos vendidos

y

Eﬂ‘

10

1
2 4 & 8 10 12 14 18
Dias

EJercicio 6

En 1990, TMW produjo 1,135 autos y, en 2,000, 1°825,000 autos, Si se supone un aumento cons-
tante cada afio;

a) ;Cuil fue la tasa promedio de produccién anual?
b} Construye un modelo lineal para la produccién de y vehiculos anuales.
¢} ;Cudntos vehiculos se produjeron en 19967



Ecuacién de la recta que pasa por un punto y tiene una pendiente dada + 67

Esercicio 7

De acuerdo con la ley de Charles, la presion P (en pascales) de un volumen de gas, se relacio-
na de forma lineal con la temperatura T (en grados centigrados). Un experimento dio como
resultado que si T'= 40, P = 60 y si T'= 80, P = 100.

Presion

¥

1{.\'.}‘

> x

10 20 30 40 50 60 70 80
Temperatura

a) ;Cuil es la pendiente de la recta que contiene estos puntos?

b) Explica el significado de la pendiente en este contexto.

¢) Traza una grifica de la funcién.
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ECUACION DE LA RECTA DADA SU PENDIENTE
Y LA ORDENADA EN EL ORIGEN

=

\( (0, b)

S T

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por (0, &) y tiene pendiente m.
y=b=mix-10)
y=—b=mx

y=mx+b

En el gjemplo, vemos que la interseccion con el eje y es el punto (0, b), al cual se le
llama ordenada en el origen; por lo tanto,

La recta con pendiente m y ordenada en el origen b, tiene por ecuacién:

y=mx+b

Finalmente, observa que, independientemente de la forma de la ecuacién de una
recta, necesitamos dos condiciones para determinarla: un punto y su pendiente.
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m Graficar a partir de las siguientes rectas:

y=2x=-3y=2x y y=Zx+3

SOLUCION
by
A y A
s
m=2 m=12 m=2
= s o > X
{0, =3)
y=2x-3 y=2x y=2x+3

m Escribir la ecuacion de la recta de pendiente -%. y ordenada en el origen

SOLUCION

igual a 4.

2
En la ecuacién y = mx + b,sustituimos m por —i‘jl'bpnrd-.

y

A

N

(0, 4)

i o E
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EJercicio 1

Determina la ecuacion de la recta dependiente 3 y ordenada en el origen -2. Graficala.

EJercicio 2

Obtén la ecuacién de la recta mostrada en la figura,

=
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EJercicio 3

Determina la ecuacion de la recta que tiene un dngulo de inclinacion & =135" y 5 de ordena-
da en el origen.

Esercicio 4

Escribe y grafica la ecuacion paralelaa y = %x

a) Situada tres unidades arriba de ella sobre el eje y.
b) Situada dos unidades abajo del origen.
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EJercicio S

Un servicio bésico de television por cable cuesta $270 al mes y comprende 40 canales. Si deseas
contratar un servicio Plus, que permite contratar més canales, el costo mensual es de $25 por
cada canal solicitado.

a) Escribe un modelo lineal para el pago mensual y por x canales.

b) Utiliza este modelo para calcular el pago mensual si tienes 46 canales.

¢) Grafica tu modelo. ;Qué representa la interseccion de la recta con el eje y?
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EJercicio 6

Por una llamada de larga distancia, la compaiiia telefénica celular cobra una cuota fija de $4.00
por el primer minuto y $3.00 por cada minuto adicional.

a) Escribe un modelo para el pago y por x minutos.

b} ;Cudnto pagaréds por una llamada de 13 minutos?

¢) Escribe un modelo que incluya el pago del 1va.
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ECUACION DE LA RECTA EN SU FORMA SIMETRICA

AN
Hallar la ecuacidn de la recta que pasa por los puntos (a,0) y (0, b).
Primero calculamos la pendiente m:

_b=-0 b
m*ﬂ—a a

En seguida buscamos su ecuacion:

b
y=b==3a=~0)

multiplicando por a ay —ab = —bx
bx + ay =ab
G x .y
dividiendo todo por ab = + F =1,

El gjercicio nos ensefia que si conocemos los puntos de interseccion de una recta
con los ejes coordenados, encontraremos su ecuacién en la forma simétrica.

La recta que se interseca con los ejes coordenados en los puntos (a, 0) y
(0, b) tiene por ecuacion:

B =

+ %=I ayb #0

y se llama forma simétrica.
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EIEMPLO 1 Encontrar la ecuacién de la recta que se muestra en la figura siguiente,

y
A

(0, 5)

(3, 0)

> X
\
SOLUCION
En]necunciﬁn§+%= 1, sustituimos a por 3 y b por 5.
X,y
3 "5

Si multiplicamos la forma simétrica por 15, entonces la ecuacion es

5x+3y=15 o 5x+3y-15=0

M Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (—4,0) y (=2, 0) en su forma

simétrica.

.1 SOLUCION

AEnS

=, + 25 =1forma simétrica
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m Determinar las intersecciones con i
los ejes coordenados de la recta
dr + 3y + 12 = 0.
N > X
i3
SOLUCION

Para hallar la interseccién con el eje x, hagamos y = 0, v la ecuacién queda
4x + 12 = O,donde x = -3,

En la interseccién con el eje y, hacemos x = 0; por lo tanto, 3y + 12 = 0, donde
L e

Otra solucion es dividir toda la ecuacion entre 12,

M PLO 4 La gréfica muestra un reporte sobre el comportamiento de la tala inmode-

rada de drboles en una regién en 1990, El estudio alerta acerca del riesgo de
devastacion ecolégica si no se toman medidas eficaces para la reforestacién.

imiles de drboles)

L

200

160

100

a) ;Cudntos drboles existen al iniciar el estudio?

b) ;En qué afio se extinguirdn por completo los drboles?

¢ A qué ritmo disminuyen los drboles?

d) Elabora un modelo del comportamiento poblacional de los drboles.
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SOLUCION

a) 200,000 drboles.
b) Enel aiio 1990 + 100 = 2,090.

¢ m= Eﬂilégﬂﬂ = 2’{1!1} = 2,000 drboles por afio.
d) .l%l-ﬁ + Eﬁﬁ =1; si multiplicamos todo por 200, tenemos 2x + y = 200,

o bieny =200 — 2x.

Eiercicio 1

Encuentra, en su forma simétrica, la ecuacitn de la recta que pasa por (—4,0) y (0,2).
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EJercicio 2

Eseribe la ecuacion de las rectas que se presentan a continuacion en su forma simétrica:

y

A

/ {0, 4)
0, <)

(-2, 0) e :z,nr\ o

b3 | ~J

Eiercicio 3

Encuentra las intersecciones de la recta 2x + 3y —6 = 0 con los ejes coordenados.

y
A
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=

K-
b= =
+
=

Il

-

=
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FORMA GENERAL DE LA ECUACION DE LA RECTA

Hasta aqui, hemos visto varias formas de escribir la ecuacion de una linea recta, Sin
embargo, al final de este estudio, encontraremos que, en el plano coordenado, la recta
puede expresarse siempre mediante lo que llamamos forma lineal, ecuacién de pri-
mer grado o forma general, la cual es:

Ax+By-C=0

en donde A o B deben ser diferentes de cero y C puede o no ser igual a cero. Obser-
vemos una recta que pasa por el punto (4,2) y tiene pendiente m =—2.

| Forma punto-pendiente an:J:wImh Forma simétrica  Forma general

y ordenada

Yy =y =mx—x) en el origen £+%=| Ax+By +C=0
y=mx+b 9

y—2=-2x—4 y==2+10 | T+&=1 | 2x+y-10=0

Ahora bien, si despejamos y de la forma general Ax + By + C = 0,laecuacion

resultanie es i C
= rme— ——
»="B* "8

que es la forma pendiente y ordenada en el origen y = mx + b;luego, si compara-
mos ambas ecuaciones, tenemos

mE=

|
T
o
[
I

w |y

Lo anterior nos ensefia que podemos pasar de una forma a otra, segiin nos con-
venga, solo con realizar las transformaciones algebraicas necesarias y pertinentes.

m Escribir cada una de las siguientes ecuaciones en su forma general:

i e . LA
a vy -1 3(1 3) b) y =3x -5 :]2+3 1



Forma general de la ecuacién de la recta » 81

SOLUCION

a) y -1 =—%(x—3l

Iy-3=-2(x-3) Al multiplicar por 3 ambos lados.
Iy—-3=-u+6 Se multiplica el término en paréntesis.
Zx+ 3y —-9=10 Se traspone el segundo término y se iguala a cero.
b) y=3x -5
kx—-y-—-5=0 Se trasponen los términos y se iguala a cero.
c) %H”g:l
dx+y=28 Se multiplica por 8 en ambos lados,
dx+y—8=10 Se iguala a cero.

M Determinar la pendiente, ordenada en el origen y graficade 3x — 2y = 12

¥ SOLUCION
A 3x_2y=12

/ Ix -2y =12
> -2y ==-3x+12 Se trasponen los términos.

y=-2-3~x-~ﬁ Se dividen ambos lados entre ~2,

Por lo tanto, m =%}rb=-ﬁ.
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f@ Un nutridlogo debe preparar un platillo de 225 g con 20% de grasa, usando
los siguientes ingredientes: queso con 35% de grasa y guisado con 15% de

grasa.

a) Elaborar un modelo para porcentajes de grasa.
b) ;Son adecuados 50 g de queso?

SOLUCION

a) 0.35x + 0.15y = 0.20(225)
I5x + 15y = 20(225) Se multiplica todo por 100,
Tx + 3y = 900 Se simplifica.

b) Parax = 50,y = 183.3; luego, 50 + 183.3 = 233.3 g, lo cual excede la racién
mixima de 225 g. Por lo tanto, no pueden suministrarse los 50 g de queso.

Esercicio 1

Escribe la ecuacion general de la recta que pasa por los puntos (2,5) y (1, —=2).
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Esercicio 2

Halla la ecuacién general de la recta que pasa por los puntos (2, 0) y (0, 5).

Esercicio 3

Determina la pendiente, ordenada en el origen y haz la grafica de 4x — 5y = 20.
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EJercicio 4

Escribe la ecuacién general de cada una de las siguientes rectas.

li}”-—%-t—z b)y=5x-8 dy=—4x dy=11
Eiercicio 5

A partir de la ecuacién —2x + 3y — 6 = 0, escribe su forma simétrica y encuentra su gra-
fica.
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EJercicio 6

Tienes $1,200 y deseas comprar camisas y pantalones cuyos precios son de $80 y $150, respec-
tivamente. ; Cudntas prendas puedes comprar de cada tipo?
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ECUACION GENERAL DE PRIMER GRADO

Ya habiamos mencionado que la ecuacitn general de larectaAx + By + C = Ocon

pendiente m = —% y ordenada en el origen b = —% también se denomina ecua-
cidn de primer grado.

El aniilisis de los valores A, B y C nos permite identificar directamente la posi-
¢i6n de una recta, asi como establecer propiedades importantes de ésta.

By+C=0 si A=0 Ax+C=0 s B=0 Ax+By=0 s C=0

(recta horizontal) (recta vertical) (recta que pasa por el origen)
y y y
A A A
> X » X = X

m Bosquejar de manera directa la gréfica de cada una de las ecuaciones si-

guientes:

a) —5x+4y-20=0
b) 3x —6y =10
¢ 8x—4 =0
dy-15=0
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SOLUCION
a) -Sx+4y —-20=0 b) 3x —6y =0
e 31
il L s
(forma simétrica) (pasa por el origen)
¥ ¥
A
~Bx+4y —20 =0 3x — By =0
» X
> X
c) &x—4 =0 d 3y -15=0
_4 1 I -
N 2 Yy=-3
(recta vertical) {recta horizontal)
y y
A A
8x - 4=0
1 =
= — ¥ = 5
=l
> X
X
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fm Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por (2,3) y que es perpendicular
alarectaZx — y — 3 = 0. Hallar también el punto de interseccién.

SOLUCION y

Ax+ 2y -8=0

La pendiente de 2x — y — 3 =0 es e
= -2 - -2 _2. por o tanto, |
METRS g PR (2.8, 2.6)
pendiente de la recta que se trata de de-
1
terminar es m; = =7 Porque es perpen- x
dicular. 2x—-y—-3=0

Con este dato y el punto (2, 3), podemos escribir su ecuacién:
y=3= —%{x - 2) Forma punto-pendiente.
2y —6 = -1(x — 2) Se multiplican ambos lados por 2,
2y —6=—x+ 12 Se simplifica,
x+2y—8=0, que es la forma general.

Encontramos el punto de interseccion de las rectas, si resolvemos simultinea-
mente las dos ecuaciones,

2x -y —-3=0, -2y - 6=0 Se multiplica toda la ecuacién por 2.
x+2y—-8=0 x+2y— 8=0
Sx+ 0-14=0
14 ;
i 28 Se despeja y resuelve,
. 14
I'Jelx—;.r—3=ﬂ,d&spejamuayyrmuivempmx=—5=2.8:
14 13
y =g =3 =2(?) = === 26. El punto de interseccidn se encuen-

tra en (2.5, 2.6).
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Esercicio 1

Identifica y grafica el tipo de recta representada por cada ecuacion:

a —x+y=1 b) 3x + 4y =0 dIx+9=0

Esercicio 2

Con una flecha, relaciona cada ecuacin con su descripcidn.

a) x=y 1) Rectaconm = 3,no pasa por el origen.
b) 12r —24 =10 2) Rﬂctamnm=%.
) %x—-3y+45=0 3) Rectaconm = 1,que pasa por el origen.

4) Recta vertical, 2 unidades a la derecha del eje y.
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Eiercicio 3

Escribe la ecuacion de la recta que pasa por (2, —3) yes paralelaa5x — 3y + 2 = 0.

EJercicio 4

Halla la ecuacién de la recta que pasa por (—2,5) y es perpendicular a3x — 4y — 12 = 0.Tam-
bién obién el punto de interseccion de las rectas.
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EJercicio 5

Halla la pendiente y la ordenada en el origen de larectax — 2y — 4 = 0,y grafica la recta.

Esercicio 6

Encuentra el valor de k para que la recta kx + (k — 1)y — 18 = 0 sea paralela a la recta
d +3y +7=0.
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Eiercicio 7

Obtén la ecuacion de la mediatriz del segmento con extremos (—1,4) y (5, —2).
(Mediatriz: recta perpendicular a un segmento y que pasa por su punto medio).
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RECTAS NOTABLES DE UN TRIANGULO

Mediana. Recta que va de un vértice al punto medio del lado opuesto.

baricentro

Mediatriz. Recta que corta perpendicularmente el punto medio de los lados de un tridngulo.

s
- '
ey kLK
s N
"-_'..i
5 e
HE e
v .
WA e
i K .
"

circuncantro

Altura. Recta que va de un vértice,

perpendicularmente, al lado opuesto.
: Bisectriz, Recta que pasa por los vértices,

partiendo el dngulo en dos partes iguales.

.‘_. . i
ortocentro -—-—-___:..




Q4 « Unipap 2 La linea recta

EJercicio 1

Los vértices de un tridngulo son (1,1), (4,7) y (6, 3). Demuestra que ¢l baricentro, el circuncentro
y €l ortocentro estdn sobre una misma linea recta. Dibuja dnicamente el tridngulo, destacan-
do los puntos mencionados; es decir, sin trazar las rectas notables del tridngulo.
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FORMA NORMAL DE LA ECUACION DE LA RECTA

La ecuacion normal de la recta Ax + By + C = 0 se obtiene dividiendo cada
término entre =V A? + B’ con el signo contrario a C.

m Obtener la ecuacion normal de la recta 4x + 3y = 10 ¢ indicar la distancia

al origen.

SOLUCION

Si dividimos 4x + 3y = 10 entre “u’l[4}i + {3}E = 5, obtenemos;

e W
5 5 5 '

. x . - 3 4
El valor 2 es la distancia del origen a la recta; mientras que los valores 3y 5 s0n el
seno y el coseno del dngulo que forma esta distancia con el eje x.

Con esto, la ecuacién de la forma normal equivale a:

xcosc+ ysena=d

donde d es la distancia perpendicular del origen a la recta.
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Hallar la ecuacién normal de 6x — 8y + 5 = 0y la distancia al origen.

SOLUCION
VA + B*= Ve + 8 = —10; por lo tanto, la forma normal es:
6 & _ 1 g , —h
10 —10 _ 7'Yladistancia al origen es d 5

m Para comunicar dos poblados (A y B), se ha construido un camino recto de

asfalto. ;A qué distancia de la entrada del fraccionamiento O quedard la

carretera?
15
12
9
Km
6
3
oo
2 4 & 8 10
Km
SOLUCION
e S TR
6 —=2 4 2
¥y = 9= ~——=(x —2) Modelo del camino de asfalto,
Ix+2y-24=10
3 = 2y 24 .
= ma normal.
Vi3 V13 V13
L distancia que se buscaesd = —— = 6,65 km.

Vi3
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Esercicio 1

Escribe la ecuacion normal de cada recta y caleula su distancia al origen.

a)x+y=0 bx-2y+4=0
i
|
| I
¢ 7x + 3y =3V50 ‘dﬁ:+2{ly=24
|
|
Eiercicio 2

; S el ¥y
Embcluﬂmmﬁnﬂ+§=§ 2 en su forma general.
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EJercicio 3

Obtén la distancia al origen y el dngulo que forma la normal con el eje x, para la recta
5x — 3y = 2V34

Esercicio 4

Calcula la distancia de la pista principal a la torre de control del aeropuerto, si ésta se ubica en
(0, 0).

1 unidad = 0.2 km

12

-18 -12 -8 0 8 12
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DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA

La distancia dirigida del punto P(x,,v,) a larecta Ax + By + C = Oestd dada

P‘}r
AI| + B}"| + C

= +VAL + B’

donde el radical lleva signo igual a B.

La distancia dirigida resulta positiva cuando entre el origen y el punto esti la recta,
v negativa cuando estian del mismo lado.

Si no es relevante distinguir la posicién de la recta respecto al punto y al origen,
el signo de la distancia carece de importancia.

m Para el punto P(1,2) y larecta 3x + 4y — 21 = 0, determinar:

a) La distancia dirigida de la recta al punto.
b) La distancia del punto a la recta.

> =

3x+4y-21=0

SOLUCION

a) A = 3,B = 4y C = -21;por lo tanto,
_ 3 +42)-21 -10 _ . S s
N 2 Distancia dirigida.

Como es negativa, el punto y el origen estin del mismo lado de la recta.
bl d =2

<> X
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EJercicio 1

Calcula la distancia dirigida de la recta 3x + 4y + 1 = 0 al punto (5, 6).

Esercicio 2

Calcula la distancia dirigida de la recta 3x — 4y = 8 al punto (1,5).
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EJercicio 3

Un atleta salta con garrocha desde el punto P(2,6) y cae del otro lado de la barra en el punto
(6, 4). Si los postes de la barra estdn situados en A(0,2) y B(5,7),

a) ;A qué distancia estaba de la linea de la barra en el piso al iniciar el salto?
b) ;A qué distancia de esta linea quedé al concluir su ejecucién?

> =
e
*m

Ll

= x
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LA CIRCUNFERENCIA

Después de la recta, la linea que nos resulta mis familiar es la circunferencia, que
desde la antigiiedad atrajo el interés del hombre por su belleza y equilibrio, La rueda,
uno de los inventos que impulsé el desarrollo de la humanidad, se construy6 a par-

tir de esta figura bésica.
En esta seccion, aprenderemos a emplear las propiedades de esta curva, valién-

donos de su definicién a partir de sus caracteristicas algebraicas y geométricas.

CIRCUNFERENCIA

Es un lugar geoméirico que resulta al mover un punto P en un plano, de tal
manera que permanece siempre a la misma distancia (radio = r) de otro punto
fijo llamado cenrro.



La circunferencia

SEGMENTOS, PUNTOS Y RECTAS AS50CIADOS
CON LA CIRCUNFERENCIA

Recta tangente. Es una recta que toca la circunferencia en un punto.

Recta secante. Recta que corta la circunferencia en dos puntos.

Segmento DE, se llama cuerda y va de un punto a otro de la circunferencia.
Segmento AR es el didmetro. Es una cuerda que pasa por el centro,

r es el radio, que es la mitad del didmetro,

C es el centro.

Recta secante

Recta tangente

Para trazar una circunferencia, existen varias alternativas, pero lo més conven-
cional usar un compis, o bien un hilo, un punto fijo y un lépiz.

DIFERENCIA ENTRE CIRCULO Y CIRCUNFERENCIA

Geométricamente, la diferencia entre circunferencia y circulo estriba en que la pri-
mera es una linea (longitud) y el segundo es una regidn (irea).

Circunferencia Circulo

Perimetro = 2xr Area = nr?

« 105
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ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA
CON CENTRO C(hk)

La definicién de circunferencia nos lleva necesaria- 24
mente a recordar una vez mas la importancia del A
teorema de Pitdgoras.

En la figura, el punto P(x,y) es un punto cual-
quiera de la circunferencia y C(h, k) es el centro,
por lo tanto, los catetos del tridnguloson (x — h) y
P(y = k),y la hipotenusa es el radio r. Asi, segiin el
teorema de Pitdgoras:

(=B y Py-Kf=r.

Esta ecuacion representa el lugar geométrico lla-
mado circunferencia.

m Hallar la ecuacién de la circunferencia de centro (—5,4) y radio r = 3.

y
A

x -

SOLUCION

Eﬂ}fﬂteeiemp]u,h = =5y k = 4, entonces su ecuacidnes: [x = (=5)f + (y = 4)
().
x+50+(y—-49=03)\ Ecuacion normal
L+l +25+y -8y +16=9 Al desarrollar los binomios
L+yY +10x -8 +32=0 Es la ecuacion buscada
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@ Determinar el centro y el radio de la circunferencia (x + 2)* + (y — 3)* = 4
y graficar.
7 SOLUCION
Centro: —h =2=h= -2
C(-2,3)
-h=3=2k=3
r
c Radio: rl=4=r=2
T -
m Determinar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es el punto (4, =5)
y que pasa por (7, =3).
> X
SOLUCION Y

¥

Para determinar la ecuacién, necesitamos el centro y el radio; este Gltimo es la dis-
tancia del centro (4, —5) al punto por el que pasa (7, —3).

P=(1-4+[-3-(-5F=3¥+2=13
La ecuacién buscada es entonces:
(x —4¥ + [y — (-5)F = 13
(x—4f+(y+5°7=13 Fcuacién normal
X +y —8x+ 10y +28=0. Ecuacion general
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Encontrar la ecuacién de la circunferencia cuyo centro se halla en el punto
(=6, —4) y que es tangente a la recta dx + 3y + 26 = 0.

* -

dx+3y+26=0

= -

SOLUCION
Cuando una circunferencia es tangente a una recta, su radio es perpendicular a la
recta; por tanto, el radio es la distancia del centroa4x + 3y + 26 = (.

. 4(—6) + 3(—4) + 26 =(i
VAT %3

La ecuacién buscada es: (x + 6)" + (y + 4)* = 4

=2=r =4

+y +1x+8 +48 =0
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rm Un camion de 7 pies de ancho y 13 pies de altura se acerca al arco semi-

circular mostrado en la figura. La base del arco mide 28 pies de ancho y el
camino bajo él estd dividido, lo que posibilita el trénsito en los dos sentidos.

HHH]

L L L L 11

H H

L L 11

HHHHH H

H H

= =
s

H H H

| -

PRETTEN

a) Escribir una ecuacion, considerando que el centro es el origen €(0, 0), que repre-
senie la forma del arco.

b) Si el cami6én permanece justo a la derecha de la mediana, ;serd posible que pase
bajo el arco sin danarlo?

SOLUCION

a) Ecuacién (x — 0)* + (v — 0)*
¥+ y
Xy —-19%=0

(14)y°

196

b) Sise dafa, porque el camién puede considerarse un rectingulo de 7 pies de ancho
por 13 de altura, entonces, la distancia & de la figura deberia ser por lo menos igual
a 13 pies para que el camidn pase justo a la derecha de la mediana del camino.

h=Vi4 -7 = 1212




110 « Unipap 3 La circunferencia

EJercicio 1

Escribe la ecuacion ordinaria de la circunferencia con centro en el punto C(5,2) y radior = 3.

Esercicio 2

Hah\?_mnﬁhdehdmm&mﬁnqwtkmwwﬂmwdpmﬁu C(-1, —1)ysuradioes
r=Vv8a
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EJercicio 3

(Cuiles son el centro y el radio de cada una de las siguientes circunferencias?

@ x # A el MY =4 s e e c( ), y =
Bt tm 10 o ( ), y =
e O e a ) r=
I 1l T 3 i e B c( % i
Esercicio 4

Halla la ecuacidn de la circunferencia cuyo didgmetro queda determinado por los puntos (3, 2)
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EJErcicio 5

Escribe la ecuacion de la recta tangente en el punto A(1,2) a la circunferencia con centro en
C(=3, —2) y graficala.

Esercicio 6

Escribe la ecuacién de la circunferencia con centro en el punto C(2, 0) y que es tangente a la
recta2y — 3y + 10 =0.
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Esercicio 7

Un rectdngulo se inscribe en un circulo con centro en (0, 0) y didmetro 12,
a) Escribe la ecuacién del circulo que cumple estas condiciones.
b) Escribe el drea A del rectdngulo en términos de x.

EJercicio 8

Las circunferencias de la figura representan un juego de un parque de diversiones, si la ecua-
cién de la circunferencia mayores x* + y* = 36. Encuentra las ecuaciones de las otras dos cir-

cunferencias,

o =
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Eiercicio 9

La figura muestra un mecanismo dentado. Escribe la ecuacion de cada uno de los discos y halla
su punto de contacto.

=
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ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA
CON CENTRO EN EL ORIGEN

La ecuacién de una circunferencia que tiene su centro en el origen es
(x—02+(y—-02=r?
o, mis sencillo,

Hallar la ecuacién de la circunferencia con centro en el origen y radio

r=Ve.
SOLUCION

»=

Basta con sustituir r por V6 en la ecuacién
2+yl=7

6 2 +yr=6
-
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Determinar si el punto (3, —1) pertenece a la circunferencia x* + y* = 9.
SOLUCION

(3)* + (—1)* # 9 no es un punto de la circunferencia,

Esercicio 1

| =

Halla la ecuacién de la circunferencia con centro en el origen y radio r =

(s
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Esercicio 2

Determina si el punto (—3, 1) pertenece a la circunferencia x* + y* = 10.

Eiercicio 3

Escribe la ecuacion de la circunferencia con centro en el origen y que pasa por el punto (2, 3).
Grafica.
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ECUACION GENERAL DE LA CIRCUNFERENCIA

EJEN

Si desarrollamos la forma candnica de la circunferencia,(x — h)* + (y — k)* = r’,

obtenemos:
-2+ R+ -2y + k=11
x2+y?—2hx - 2%y + A2+ K2 -r=0.
Esta expresion genera una ecuacion mas sencilla que se conoce como la forma general
de la ecuacidn de la circunferencia y se escribe de la siguiente manera;
x*+y*+Dx+ Ey + F=0
Para identificar el radio y el centro de una circunferencia cuya ecuacion esté en la

forma general, basta con comparar las dos ecuaciones y resolverlas.

D ==2h=h —22

Las coordenadas del centro son C (—%, -ZEJ

D—Zth

F=RR+k-rr=rl=hs+ k¥ =F Elradioal cuadradoesr? = i + k? —F,

Hallar el centro y el radio de la drcunferencia x? + y* — 6x + 10y + 30 = 0
y graficarlos.

- -

» x SOLUCION

AquiD = —6,E = 10y F = 30

D -6
AmTgE o
Entonces, el centro estd en C(3, —5).
2 2

P=0@R+ (-5 -0 =42r=Va=2
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m Escribir la forma general de la circunferencia de centro C(2, 5) y radio
r= V5.
¥

(x — 2 + (y - 5P = (V5)
P—dx+4+y -0y +25=35

X+ —dx =10y +24 = 0.

m Se colocan en un jardin dos aspersores alineados a 45°. Cada uno cubre su-

cesivamente sin traslaparse un radio de 2 m, Considerando el centro de uno
de ellos en el origen

a) ;Cuil es la ecuacién de cada circunferencia?
b} ;En qué punto se tocan las circunferencias?

SOLUCION
Ecuacién de la circunferencia con centro en el origen:
2=y =4

El centro C; lo podemos obtener por construccion de
la siguiente manera:

h=4cosd5" =2V2 y k=4send5s® =2V2
El centro C, estd en (2V2,2V2),
La ecuaciénes (x — 2V2)? + (y — 2V2)? = (212
2 -4V + 8+ —4V2y + 8 =4
24y —4V2x —4V2y + 12 = 0.
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Para conocer el punto de interseccion, debemos resolver simultineamente las dos
ecuaciones, Sustituyendo la primera ecuacion en la segunda, tenemos

4-NVu-4aVIVa -2 +12=0 Recuerda que * + y> = dyy = V4 — 2
V- 4V2Va -2 +4=0 Se divide todo entre 4,

Va-x2=-x+ % Scdiﬁdcmdncnmﬁysemnmmt&mm_
4—xr=x2—4V2x +8 Se elevan al cuadrado ambos lados,

%’ — 4V2x +4=10 Se utiliza la formula general en su resolucién.
x= 4V2 = \/{24{*;252—4(2)(4}} = V2 Endondsy = V4 — (V2 = V2.

El punto de contacto estd en (V2,V2).

EJercicio 1

Escribe la ecuacién general de la circunferencia (x — 2)* + (v — 4)* = 3.
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EJercicio 2

Escribe la ecuacién general de la circunferencia x* + (y — 3)* = 25.

Esercicio 3

Halla el centro y el radio de la circunferencia x* + )* — 8 —14y + 61 = 0y grafica.
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Eiercicio 4

Encuentra el centro y el radio de la circunferenciax® + y* + 10y = 0. Graficala.

Eiercicio S5

Halla el centro y el radio de la circunferencia x* + y* — 12x —13 = 0. Graficala.
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Eiercicio 6

Explica la diferencia entre las circunferencias x* + y*> — 6x +2y — 15 = 0y
x2+ y2 + 2x — 6y — 15 = 0,y graficala.

EJercicio 7

Escribe la ecuacidén de la circunferencia que pasa por (—8, 3) y cuyo centro es el punto de in-
terseccionde lasrectasx —y +3 =0 y x+2y —12=0.
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EJercicio 8

Los circulos mostrados en la figura son concéntricos, estin igualmente espaciados y sirven para
practicar tiro al blanco. El circulo mayor tiene un didmetro de 24 pulgadas.

a) Escribe una ecuacién que represente el circulo mayor si el centro es el origen.

b) Elcirculo menor se representa mediante la ecuacién ¥ + y* = 6.25. Determina el drea de
la regi6n B,




Ecuacién de la circunferencia que pasa por tres puntos ¢ 125

ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA
QUE PASA POR TRES PUNTOS

Encontrar los elementos y la ecuacién de una circunferencia que pasa por tres pun-
tos es un ejercicio comiin en la geometria analitica. Aqui te presentamos un caso y el
método de solucion.

fm Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos A(l, 1),

B(—6,8) y D(3,5).

Solucién simultdnea de las mediatrices

x— y+ T=10
—x—2y— 8=0
-Iy-15=0

15
a—j—=5=k I=_}"“T=“—2=h

b
Il

SOLUCION

Uno de los métodos consiste en encontrar las ecuaciones de dos de las mediatrices del trisngulo forma-
do por los tres puntos, v resolverlas simultineamente para encontrar el centro. El radio, evidentemen-
te, es la distancia que hay entre el centro y un vértice del tridngulo.

g3 7 1
Myp = ﬁ = _—?= == entonces M edintria 1 g =1
3 9
El punto medio del lado ABesx = "5 i

9
Ecuacién de la mediatriz 1y e l(x +

x—y+7=0 Alsimplificar.
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El punto medio del lado ADesx = 2yy = 3
Ecuacion de la mediatriz 1y — 3 = —%{.‘r - 2)
x+ 2y—8=0  Alsimplificar.

Por lo tanto, las coordenadas del centro de la circunferencia estdn en C(—2, 5).
Elradior? = (d) = (-2 - 1) + (5 — 1) = 25.
La ecuacién buscada es

x+22+(y~-50=25 Ensu forma candnica o normal,

EH+Ax+4+yY - 10y +25=25
Py - 10y +4=0 Escrita en su forma general.

Otro método de solucién para encontrar la ecuacién de la circunferencia dadas
tres condiciones es considerar que las coordenadas de los tres puntos conocidos deben
satisfacer la forma general.

x> +y'+Dx+ Ey+F=10
es decir, se sustituyen x y ¥ en esta ecuacién por sus respectivos valores y, finalmen-
te, se determinan los coeficientes D, E'y F. Analiza y completa la siguiente secuencia
para que comprendas mejor este método de solucién,
Condicién: XX+y'+Dx+ Ey+ F=0
A(LD) (P +(MP+DMD+ED+F=0 Se sustituyen las coordenadas.
D+ E+ F= -2 Sereducen los términos.

F=-2-D — E| SedespejaF.

Ahora realiza las mismas operaciones con el punto B(—6, 8).
B(-6,8) ( 2+( P+D( )+E )+ F=0.

—-6D + 8E + F = —-100

=6D + BE + F = =100 Se sustituye el valor de F.

D+ E=-14 Se simplifican y reducen términos.
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C(35 ( Y+( Y»+D( Y+E( Y+F=0

3D + 5E + = —34 Se sustituye ¢l valor de F.

D + 2E = -16 Se simplifican y reducen términos.

Para encontrar los valores de D v E, resolvemos simultineamente las ecuacio-
ness-D+E=-14 y D+ 2E=-16

-D + E= -14 Se despejan D=14+E
D +2E = =16 D=14-10=4
3E=-3
luego, F = =D —E -2
EndﬂndﬂE=_Tm=—1ﬂ y F=—-4-(-10)-2=4,

Con losvaloresde D = 4 E = —10y F = 4 obtenemos la ecuacion general de
la circunferencia buscada

Xy 4 - 10y +4=0

El centro, el radio y la gréfica los obtenemos como vimos anteriormente.

Esercicio 1

Halla la ecuacitn de la circunferencia circunscrita al tridngulo cuyos vértices son A(1, 3),
B(-1,5)y D(-3,3).
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EJercicio 2

Encuentra la ecuacidn de la circunferencia que pasa por los puntos (3,5),(—1,1) v (5, =3).

Eiercicio 3

Escribe la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos de interseccion de las rectas
3x—y=Tx—-2y=4y2x+y =4
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PARABOLA

Ahora estudiaremos otra curva de gran relevancia en las mateméticas y para el co-
nocimiento en general, ya que tiene innumerables aplicaciones practicas y cientificas:
la pardbola.

Asi como en la circunferencia, estudiaremos las propiedades algebraicas y geo-
métricas de la pardbola, para finalmente ver algunas de sus aplicaciones.

PARABOLA

Una pardbola es el lugar geométrico de un conjunto de puntos en el plano, de tal
manera que la distancia de cualquiera de ellos a una recta fija (directriz) siem-
pre es igual a su distancia de un punto fijo (foco).

Directriz

¥ Las lineas punteadas que coinciden en dife-
rentes puntos de la pardbola miden, por de-
finicidn, exactamente lo mismo,

Eje focal

I x
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ELEMENTOS DE LA PARABOLA

Vértice Es el punto donde se cortan la pardbola y su gje.
Foco Es el punto fijo al que hace referencia la definicién.
Cuerda Es una recta que une dos puntos de la pardibola.
Lado recto Es una cuerda que pasa por el foco y es perpendicular al eje focal.
Eje focal Recta que pasa por el foco y el vértice.
Directriz  Recta fija que sirve para definir la pardbola.
Directriz
A
/;!/ Lado recto
Eje focal
V| F s
Cuerda
EJercicio

En cada una de las figuras, proporciona el valor de p.

¥ ¥
A A
8
t
£ | Foco \ Foco
= iy it \-- 2p
>
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CONSTRUCCION DE LA PARABOLA

Existen varios métodos para trazar pardbolas, agui se muestran dos que tienen el
mismo principio.

Se trazan lineas paralelas a la directriz y hacia el foco (como en la figura), y se
corta cada una con dos arcos, que se trazan haciendo centro en el foco, con una
abertura igual a la distancia de esa linea a la directriz.

y
A

Eje focal

» X

Otro método consiste en trazar, en forma simétrica, lineas paralelas a los lados
de un rectdngulo como el de la figura.

En las intersecciones de los segmentos igualmente espaciados resultan pun-
tos que pertenecen a una pardbola.
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PROPIEDADES DE LA PARABOLA

La distancia del vértice al foco es un parametro que llamaremos p.
La longitud del lado recto es el valor absoluto de 4p.

¥
A

4

Esercicio 1

Las figuras siguientes sugieren tinicamente el foco y la directriz; traza la pardbola respectiva
dibujando el vértice y el lado recto. Utiliza tu juego de geometria.

Directriz

Directriz

F
[ ] Foco .Fnr.:n oco

Directriz
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Esercicio 2

En las grificas mostradas a continuacion, sitia correctamente el elemento indicado.

¥ Directriz y
A A
\ \\

&f

Directriz

» X

Dibujar el lado recto Marcar el foco
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ECuUACION DE LA PARABOLA CON
VERTICE EN EL ORIGEN

En esta secci6n veremos que la ecuacién de la pardbola toma su forma més sencilla
cuando su vértice coincide con el origen de las coordenadas cartesianas y el eje focal
con alguno de los ejes coordenados.

En la figura, por definicién de paribola, tenemos

Al—p, ¥is

g
Directriz
|AP| = |FP|
x = (=p)| = Vix = pf* + (y — 07
x+pY=(-pf+ (-0 Se eleva al cuadrado.
y' = 4px Se reduce la igualdad.

La expresion y* = 4px representa, por lo tanto, la ecuacién de una pardbola con
vértice en el origen, en la que su eje coincide con el eje x y que, ademads, abre hacia
la derecha p > 0. Si abre a la izquierda p < 0.

Siguiendo el método anterior, podemos demostrar las ecuaciones y propiedades
de la pardbola que resumimos ense guida.
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Parébola cuyo eje focal coincide con el eje x

Ecuacitn Directriz Lado recto
¥ = 4px x=-p p
¥ ¥
A A
/ p=0 \ p<0
KO, Filp, 0
od o > i >
ol oy b3
Directriz Directriz
Pardbola cuyo eje focal coincide con el eje y
Ecuacidn Directriz Lado recio
yl = dpx X=-p |4P|
¥ ¥
A p=>0 A p<0
\ Fl0, p) / Directriz
\ / j-—_:: h‘ X

/ Flo, p) \
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@] Hallar la ecuacion, los elementos y la grifica de la pardbola con vértice en

el origen y foco en el punto (-2, 0).
Directriz SOLUCION

y
\ 4 ‘;:; La ecuacidn corresponde a  y* = 4px;
por lo tanto, es y = 4(-2)x = —8x
y = —&
Fi-2,00 - Directriz; x=—(-2)=2
xr=12
Lado recto; LR = |4-2)| =
7

rm Encontrar los elementos y la grifica de la pardbola y* = 8x.

“*E\ﬁ‘\“; 2 SOLUCION

/ La ecuacidn y = By

wdod es de la forma ¥y = dpx;
F(2, 0) por lo tanto, 4p = 8,
* i €n consecuencia, p=2

lo cual significa que el foco tiene coordenadas F(2, 0).
La directriz es X = =2
8l =8

\ El lado recto, LR.
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Im Encontrar la ecuacion de la paribola de vértice en el origen, eje focal en el eje
¥ ¥ que pasa por el punto (2,1).

i SOLUCION
P2 1) Como el punto (2, 1) pertenece a la paribola, estas coorde-
nadas deben satisfacer la ecuacién x* = 4py; por lo tanto,
F (2)* = 4p(1) = p = 1.Asi, la ecuacién de la paribola es

- =4y o x= 4y
y=—1 ¥ Directriz y=-1
LR = 4] =4

En el siglo xvi1, podia encenderse una vela con rayos solares mediante un es-

pejo parabélico como el que se muestra en la figura. Suponiendo que la vela
esté situada precisamente en el foco y que el espejo tiene 40 em de didme-
tro, ;a qué distancia del fondo del espejo debe estar situada la vela?

SOLUCION

Es evidente que el lado recto mide 40 ¢cm; por lo tanto, si la
_________________________ vela estd en el foco, lo que buscamos es la distancia p:

' — 4p = 40=p = 10
| ) La vela estd situada al0 cm del fondo del espejo.

EJercicio 1

Rellena el circulo que corresponda a una ecuacidn de pardbola con vértice en el origen.

'(_)y=:’ O’x=ﬁy’ Qx=—12y1
'Dz+y=2 (_:}x"+}r3=4
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« 141

Asocia cada ecuacion con la grifica que le corresponde:

a) x* = 2ycon b) y* = —6con ¢) y? = 2xcon
y b ¥
A A A

Esercicio 3

Halla la ecuaci6n de la pardbola con vértice en el origen y foco en el punto (—2,0).
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EJercicio 4

Halla la ecuacién de la pardbola cuyo vértice estd en el origen y su directriz es la recta
x= -3

Eiercicio S5

La directriz de una pardbolaesy = —2y su foco estd en F(0,2). Grafica y obtén su ecuacién.
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EJercicio 6

Encuentra los elementos y la ecuacidn de la pardbola vertical con centro en el origen y que pasa
por el punto P(1, —2).

Esercicio 7

La antena parabdlica mostrada tiene 2 m de ancho en la parte donde esti situado su aparato
receptor de sefales. ; A qué distancia del fondo de la antena esta situado dicho receptor? Es-

cribe la ecuacién correspondiente a la seccién parabdlica de esta antena,
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EJercicio 8

La figura muestra la distancia a la cual se halla el foco de luz en el faro de un automéwil, ;Cuil
es el ancho que tiene el faro al nivel del foco de iluminacién? Describe la ecuacién de la forma
parabdlica del faro.

il

4cm

EJercicio 9

El orificio por donde sale el agua de la lluvia se llama gdrgola y estd situado a 3 m del suelo; la
velocidad con la que expulsa el agua es de 5 m/seg. ; A qué distancia del muro caera el agua al
llegar a la tierra? Escribe la ecuacidn de la trayectoria del agua.

am
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PARABOLA CON VERTICE FUERA
DEL ORIGEN

LLa parabola, por diversas circunstancias, también puede presentarse con el vértice en
V(h, k) y su eje focal paralelo a cualquiera de los ejes coordenados (véanse figuras
de abajo). Para encontrar la ecuacién respectiva, en las ecuaciones bdsicas debemos
cambiar x porx — hyy pory — k. Por lo tanto, las ecuaciones y los elementos de
la pardbola quedarian de la siguiente manera:

Pardbola con vértice V([h, k} y eje focal Pardabola con vértice V(h, k) y eje focal
paralelo a x paralelo a y:
Ecuacién Foco Directriz Ecuacién Foco Directriz

O = k)’ =4p(x +h)|[h + p).kl|x =h —p |(x = hY = 4p(y = k) [a(k + p)]|y =k = p

A\
& | A

N
A AP
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m Hallar la ecuacién de la parabola de vértice en el punto V(1, 6) y foco
F(1,3). Describir los elementos faltantes, incluyendo su grifica.

i SOLUCION
y=9 Si sefialamos el vértice y el foco en la gréfica, nos daremos
cuenta de que es una pardbola con su eje paralelo a y y que,
Vi1, 8) ademis, abre hacia abajo. Entonces, p = —3 y su ecuacién es
//f’#*ﬂ“\\\ (x = 1 = 4=3)y - 6
/ * \ 2 _
F(1, 3) *=-2x+1=-12y + 72
: x2—2x + 12y — 71 = 0.

Directriz y = 6 — (-3) = 9 LR = |4(-3)| = 12

Fm Escribir la ecuacion de la pardbola cuya directriz eslarectay = 2 ysufoco

es el punto F(3,4).
SOLUCION

» =

Situar el vértice es relativamente facil, ya que —por los da-
\ tos dados— sabemos que es una pardbola con eje paralelo

a y; por lo tanto, su vértice estd entre el foco y la directriz,
en V(3,3), p = 1, porque la curva abre hacia arriba. La ecua-
cidn serd entonces

v | -3 (x = 3 = 4y - 3)

-6 +9=4dy - 12

2-6x—ay+2A =0 LR =|aq)| =4
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@ La figura representa un puente que estd sobre el rio Sena, por donde nave-

gan las embarcaciones. ;A qué altura hacia abajo del puente se encuentra el
punto del arco que dista 4 m de uno de los pilares?

H
H
-1
=
o

22

20

(10, —25)

SOLUCION

Si las coordenadas del vértice del arco parabdlico las situamos en V(0, —3), entonces
su ecuacidn es

= = 0)° = 4y - (-3)]

x* = 4p(y + 3). Al sustituir un punto, por ejemplo (10, —25), tendremos el valor de
4p.
(10)* = 4p(—25 + 3),entonces

100 _ 50

~ 22 1n

Para conocer la distancia que buscamos, sustituimos en la ecuacién de la pardbola
el valor de x = 6; de manera que

4p =

4 = m-ii:-,yluegﬂ despejamos y

(6)* = —%{y + 3) =y = —10.92; por lo tanto, la distancia buscada es

| -1092| = 1092 m,

Sugerencia: Resuelve el ejemplo considerando el vértice en (0, 0).
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Eiercicio 1

En cada una de las siguientes paribolas, indica hacia donde abren y si su eje focal es paralelo
axoay.

o (x -3 =6(y -2
N Oo+ty=-G-3
o (x+12)2 = =5(y + 1)

d y»=x-8

e) y = 28«

h (x-5"=4y
Esercicio 2

Con los datos siguientes, dibuja la pardbola correspondiente en cada inciso.

o) V(4,3),directrizy = =2 b) V(2,—1)y F(4,1) ¢ F(3, —3),directrizzx = —1
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EJercicio 3

Halla la ecuacién de la pardbola con vértice en el punto V(1,1) y directriz x = 3, Graficala.

Eiercicio 4

Escribe la ecuacién de la pardbola cuyo foco es el punto F(3, 5) y vértice el punto V(3, 2).
Graficala.
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EJercicio 5

Halla la ecuacidn de la paribola cuyo foco es el punto F(1, 1) y directriz y = % Graficala.

EJercicio 6

Asocia cada ecuacion con su gréfica.
a) (x + 37 = 8y — 5) d (x + 3)2 = —8(y — 5)
b (v + 1)* = 4(x + 5) d 2= -8y + 1)

\\ F(-3,7) J// y=17
/ V{3, 5)
e

V(-3, 5)
yua N

/ F(-3, 3} \

(Continda)
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— F(=5,
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ECUACION GENERAL DE LA PARABOLA

Cuando desarrollamos la forma ordinaria de la parabola, se puede presentar de dos
maneras;

X+ Dx+ Ey+ F=0, obien, y + Dy +Ex + F=0.

A estas formas se les conoce como forma general de la ecuacién de la pardbola.
Ahora demostraremos c6mo, si se conoce la forma general, se puede pasar a su
forma ordinaria con tan sélo efectuar el procedimiento inverso.

m Encontrar los elementos y la grifica de la paribola

¥ —6x + 8 + 17 =0.

¥ SOLUCION
A
-6+ 8 +17=0
p=2 x? — 6x= -8y + 17 Se agrupan los términos
L de x aun lado de la ecua-
Vi3, —1) cion y los de y en el otro.
x* — 6x + 3 = —8y + 17+ 3* Se completa el trinomio
/ ® cuadrado en la variable
/ Fi3, —3) \ que estd al cuadrado.
(x —3P%= -8y — 8
(x = 3= -8(y +1) Se simplifica y factoriza.

—h=-3=h=3y-k=1=3k = -1,
El vértice estd en V(3, —1).
dp = —8=p = -2,
lo que significa que la pardbola abre hacia abajo y el foco es F(3, —3).

Directriz y = 1,
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Encontrar los elementos y la gréfica de la pardbola y* — 6y + 8 + 17 = 0.

i Directriz
x=1
F{—-3 3) Vi—3,3)
[ ]
/ > X
SOLUCION
y’ -6y +8& + 17=0
- Gy = —8x - 17 Se los términos de x a un lado de la ecua-
¥l agrupan
cidn y los de y al otro.

Yy — 6y + 3= -8 — 17+ 3 Secompleta el trinomio cuadrado en la variable
que estd al cuadrado.

(v —3)= —8x — 8
o - 3)

-8(x + 1) Se simplifica y factoriza.

-h=1=h=—1 y —-k=-3=k=13

El vértice estd en V(—1,3).
4p = -8=p = -2

La pardbola abre hacia la izquierda y el foco es F(—3,3),la directrizes x=1.
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TRAYECTORIAS PARABOLICAS

En fisica, una de las aplicaciones miés importantes de las pardbolas se da en los objetos que siguen
un curso parabélico. Recordemos que en un tiro parabélico se deben analizar dos movimientos;

uno horizontal y otro vertical.

Movimiento vartical

Movimiento horizontal gﬂ
X = xpgt vyt f=fo+'¥'w-f+?
a=0 |7 a=
) FV\ i
-« : > - N >

Un jugador de beisbol batea un lanzamiento a 50 ¢m del piso, con un dngu-
lo de 30° y una velocidad de 45 m/seg. ;Cudles son la médxima altura y la dis-

tancia horizontal que alcanza la pelota antes de tocar el piso?

___________

''''''

- -
-

Verdoe .
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SOLUCION
Movimiento vertical
Vo = 43 8en 30° = 22.5 m/seg
y = 050 + 22.5:-49¢*
0.50 + 22.5¢-4.9¢

=y
—01-45t + 12 = % Al dividir entre 4.9
£-451 + (2257 = —% + 0.1 + (2.25)

1
o 3 _ L e
(1-2.25) 25 (r-2531)

Esto significa que la pelota alcanza su mdxima altura de 25.3 m en 2.25 seg,0 lo
que es lo mismo, en 2.25 seg pierde toda su velocidad vertical.
Movimiento horizontal
45 cos 30° = 38.97
(38.97 m/seg)(4.52 seg) = 176.14 m
Observa que el tiempo es el doble de 2.25 seg.

Ve

I

X

Esercicio 1

Dada la ecuacién x - 8x - 10y - 4 = 0, transférmala a su forma ordinaria, encuentra sus ele-
mentos y graficala.
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EJercicio 2

Dada la ecuacién x* = 8x - 8y, transférmala a su forma ordinaria, encuentra sus elementos y
graficala,

Esercicio 3

Dada la ecuacién y* - 5x + 10y + 10 = 0,encuentra el foco, el vértice, la ecuacion de su di-
rectriz y el lado recto, y graficala.
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EJercicio &

Si se arroja un objeto hacia arriba desde una altura inicial de 1000 pies con una velocidad de
50 pies por segundo, encuentra la altura maxima y el tiempo para alcanzar dicho punto.

e e s ot el e e S Vi Tt e e o

EJercicio 5

Una bateria de emplazamiento mar-aire dispara un misil que sale de la boca del cafién situa-
do a 2 m de altura del agua, con una velocidad inicial de 100 m/seg y un dngulo de 45°. ; En cudn-
to tiempo alcanza el misil su méixima altura? ;Cudl es el alcance horizontal del misil?

__________
-
-
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SECCIONES CONICAS
Y ECUACIONES CUADRATICAS

Las secciones conicas reciben este nombre porque se originan cuando un plano corta
a un cono circular.

Las secciones que resultan son: la circunferencia, la pardbola, la elipse y la hi-
pérbola

CIRCUNFERENCIA

La conica es una circunferencia si su distancia a un punto fijo se mantiene
siempre igual.

Seccidn Curva Vista lateral

P e L

| R my/

P
P
P
i
¥
i
P
i
[
i
¥
v
P
]




Circunferencia = 161

Escribir la ecuacion de la circunferencia de centro C(2,3) y radio r = 3.

SOLUCION
Para cualquier punto P(x, y) de la circunferencia, se cumple que lec]? = 7
(x =27+ (y -3¢ =0@)

L+y —dx—-6yp+4=0

Eisercicio 1

Halla la ecuacién de la circunferencia con centro en C(—3,5) yradior = 2.
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PARABOLA

ll..a distanr.lia dﬁeil foco a un punto es igual a la distancia del punto a una recta fija,
FP| = |PD|.

Seccidn Curva Vista lateral

ESEMPLO Hallar la ecuacién de la parsbola con foco F(0, — 1) y cuya directriz s la
rectax —y +1=0

SOLUCION

Por definicién, cualquier punto de la pardbola tiene la misma dis-
tancia al foco y a la directriz, [PD| = |PF|.

x-y-1

=V =Vix— 07+ (v + 1)

x=y=1=V2V2Z + ¥ + 2y + 1
=22y +P-2++1=22+2y + 4y + 2

2+20+ VP + 2% +2v+1=0
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Esercicio 1

Encuentra la ecuacién de la pardbola con foco (0,2) y cuya directrizes larectay = -2,

EJercicio 2

Encuentra la ecuacién de la pardbola con foco (0,0) y cuya directrizeslarectax + y-2 = 0.
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Esercicio 3




Elipse

« 165

ELiPSE

La suma de las distancias a dos puntos fijos es siempre la misma, |[F'P| + |FP| =

constante.
Seccion Curva Vista lateral
ELEMENTOS DE LA ELIPSE
Eje menor
Lado recto
V
L3 E' F
b
b
2 5
V'y V' son los vértices. VV' = 2ages la longitud del eje mayor.
Fy F'son los focos. FF' = 2¢ es la distancia focal.

P es un punto cualquiera de la elipse. 2b es la longitud del eje menor,
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RELACIONES ENTRE LOS ELEMENTOS DE LA ELIPSE

2
2

a’=b"+ ¢* Ladorecto= ‘% Excentricidad = ¢ =

= [

m Hallar la ecuacién de la elipse cuyos focos son los puntos F(0,0) y F(0,6),y

la suma constante de distancias es 8.

A

SOLUCION

Para cualquier punto de la elipse, se debe cumplir que |PF| + |[PF'| = 6.

Vix-0)2 + (y-0)2 + V(x-0(y-6) = 8
2 2
(VE+ o) = [s-Ve+ )
Al desarrollar y simplificar la igualdad anterior, la ecuacién buscada es
16x* + Ty*-42y-49 = 0.
Obtenemos la grifica a partirde quea = 4,¢ =3=b =VI16-9 = \ﬁyel lado
2(V7)?
4

recto = 35,

Por lo tanto, trazamos perpendicularmente al eje focal dos rectas de 3.5 unidades que
pasen por los focos y una de 2V7 que pase por el centro, es decir, la longitud del eje
menor; finalmente, dibujamos la curva con todos estos elementos.
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@ Halla la ecuacién de la elipse cuyos focos son los puntos F(0,0) y F'(4,4) v

la suma constante de distancias es 6.

> =

» X

SOLUCION

Para cualquier punto de la elipse, se debe cumplir que |PF| + |PF'| = 6.

Vx-02 + (y—0P2 + V(x-42 + (y—4P =6

Al desarrollar y simplificar la expresion anterior, tenemos que la ecuacion de la elip-
se buscada es

5"+ S5y —8Bry—dx—dy—1=0.

Para trazar la gréfica, giramos 45° los ejes de la elipse y enseguida calculamos los va-
lores de a, b y ¢, es decir,

c =12 v 2a=6=a=13 Pﬂr]umntﬂi b=”[3}1-[2}1=‘\/§

2V5)

= 333
3 X

y el lado recto es:

Tracemos, perpendicularmente al eje focal por el centro y los focos, el eje menor y los
lados rectos respectivamente para, enseguida, dibujar la elipse.
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EJercicio 1

Halla la ecuacién de la elipse con focos F(0,3) y F'(0, —3) y distancia constante igual a 8.

Esercicio 2

Halla la ecuacién de la elipse con focos F(—3, —1) y F'(3, —3) y distancia constante igual a 8.
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HiPERBOLA

La diferencia de las distancias a dos puntos fijos, llamados focos, es constante,
|PF| — |PF'| = constante.

Curva Vista lateral

Seccion

\J

ELEMENTOS DE LA HIPERBOLA

Eje normal

Fy F' son los focos.
Lado recto

V'y V' son los vértices.

P es un punto cualquiera de la hipérbola. Eie focal
FF' = 2¢y es la distancia focal.
VV' = 2ay se llama eje transverso.

2b es el eje conjugado.
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RELACIONES ENTRE ELEMENTOS DE LA HIPERBOLA

2

,excentricidad = e = LY
a

¢t = a* + b, lado recto =

o .
¢
- a .
m Encontrar la ecuacidn de la hipérbola que tiene por focos F(4,4) y F'(0,0),
y cuya diferencia constante de distancia es 3.

SOLUCION
Para cualquier punto P(x, y) de la hipérbola: |PF| — |PF'| = 3.
V(x-07 +(y-07-V(x-4) + (y-4) = 3

(V(x—n* + u-—dl:u*)z - (3-Va+ 7




Hipérbola = 171

Al elevar al cuadrado y resolver tenemos la ecuacién:
2827 + 28y’ - 368x - 368y + 128xy + 529 = 0.
Si consideramos la diagonal de un cuadro como la unidad, entonces
¢ =22 = 3,b= V4-225 = 1.75,lado recto = %‘?L 233,

Por dltimo, usamos estos datos y las coordenadas de los focos para graficar.

Esencicio 1

Halla la ecuacion de la hipérbola con focos F(0,3) y F'(0, —3), y distancia constante igua a 6.
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EJercicio 2

Halla la ecuacitn de la hipérbola con focos F(4,0) y F'(—4,0), y distancia constante igual a 4.

Eiercicio 3

Halla la ecuacién de la hipérbola con focos F(—2,4) y F'(—2, —2),y distancia constante igual a 2.
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ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO

Consideremos ahora las ecuaciones de la forma:
A+ By’ + Cx+ Dy +E=0

Donde A, B, C, D y E son constantes, y A y B no son ambas igual a 0. La grifica de
una ecuacion de este tipo es, en general, una conica. Se dice “en general” porque, por
ejemplo, la grifica de x* + ¥ = 0 es sélo un punto (0, 0) y tampoco hay coordena-
das (x, y) que satisfagan la ecuacién x* + y* + 1 = 0.

En esta seccidn, trataremos de identificar de forma breve, la conica a partir de su
forma general y, por supuesto, la reduciremos a su forma estdndar.

La ecuacion Ax*> + By’ + Cx + Dy + E = OesuncirculosiA = B.

FORMA ESTANDAR

Centro en el origen Centro en (h, k)

¥ ¥
k '

/ =I

r? (x-h)? + (y-k)? = r?

AW

X

La ecuacién Ax> + By’ + Cx + Dy + E = Oes una pardbolasiA = 0o
B = 0.Estoes, By’ + Cx + Dy + E = 0,si su eje es horizontal; y Ax* + Cx +
Dy + E = 0, si su eje es vertical.
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FORMA ESTANDAR
Vértice (h, k) v eje vertical Vertice (h, k) y eje horizontal
¥ y
A 1 Eje
! vertical fhas®™
: Eje
\ : '-”.*i’:!*é | _ horizontal
\ E = X =] - X
‘w/: k) [
(x—h)* = 4p(y-k) (vy-k)* = 4p(x-h)

Si A y B tienen el mismo signo, pero A # B, la ecuacién Ax" + By’ + Cx +
Dy + E = 0es una elipse.

FORMA ESTANDAR

Centro en C{h, k) Centro en C{h, k)
y eje mayor horizontal ¥ &je mayor vertical

G- OB _, (x;ﬂ)‘ 5 {y;zk)’ i
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Cuando A y B tienen signos contrarios, entonces Ax* + By’ + Cx + Dy +
E = 0esuna hipérbola.

FORMA ESTANDAR
Centro en C(h, & y eje horizontal Centro en Cl(h, k) y eje vertical
¥ ¥y
. A A Eje vertical
™ N -//’
. — ‘ \ vl
hI 'ﬁh i Eje horizontal B i |
. Clh, k) !
JIIJ g 2 — Er FL“‘_’ X
=
C-hP _ -k _, (x—k2 (kP
a b b?

Consideremos la hipérbola: La forma general Ax’ + By’ + Cx + Dy +
E = 0se obtiene desarrollando las formas estdndares y simplicando las frac-
ciones.

i ) (x-!)i_{y+3]2=1

k / 16 4
\ - » T

Yo~ = f SOLUCION
\h‘%‘!; ) Eje horizontal

Al multiplicar entre 16 esta forma, tenemos
(=27 =40y + 3 =
de la cual se obtiene la forma general:
¥-d4y' —dx-24y-48 = 0.

Cuando conocemos la forma general de una cinica, las formas estdndares se obtie-
nen completando el cuadrado a partir de la ecuacion

A + By + Cx + Dy + E = 0.
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M Identificar la conica 9x* + 4y* — 18x + 16y — 11 = 0, escribirla en su

forma estdndar y graficarla.

SOLUCION

Como A = 9y B = 4 tienen el mismo signo y son diferentes, la conica parece ser
una elipse.

Si agrupamos los términos en x y en y, tenemos
O’ - 18x + 4y’ + 16y-11 = Q.
Al factorizar y completar los cuadrados, resulta:
A= + 1) + 407 + 4y +2) =11 + 9 + 16,
la cual simplificamos:
9 -2x + 1) + 4" + 4y + 2% = 36
La forma estdndar la obtenemos factorizando y dividiendo entre 36.

G-tf o2,

La cénica es una elipse con centro en C(1, —2) y eje mayor vertical.
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‘En los ejercicios 14, identifica ¢l género de la cénica de cada ecuacin y traza la

Esercicio 1
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Esercicio 3




Ecuacién general de segundo grado

Cuando las cinicas son oblicuas —es decir, que su eje principal tiene cierto dn-
gulo de inclinacién— pudimos identificar que, al desarrollar sus ecuaciones, se pre-
sentan de la siguiente manera:

A + Bxy + Cy + Dx + Ey + F=0
En algunos casos esta ecuacion de segundo grado representa una
Elipse, si B* — 4AC < 0,
Paribola, si B — 4AC = 0,
Hipérbola, si B> — 4AC > 0.

El término B* — 4AC se llama indicador o discriminante, y se representa por la
letra L

« 179

@ ¢{Qué tipo de curva representa cada una de las siguientes ecuaciones?

a3 -2y + 3y —10x— 10y —25 =0
b x —2xy + 3y + 3x + 36y + 84 =0

¢) 13x* — TOxy — 11y — 22x — 46y — 359 =0

SOLUCION

a) A = 3,B = —2,C = 3,porlotanto, B — 4AC = (-2)* — 4(3)(3)=-32 < 0.5¢
trata de una elipse.

b)A = 1,B = =2,C =1,por lotanto, B* = 4AC =(=2)" = 4(1)(1)= 0. Se trata de
una paribola.

¢) A =13,B = — 70,C = — 11, porlo tanto, B* — 4AC = (—70)* — 4(13)(—11) =
5472 = 0. Se trata de una hipérbola.
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@ Fuera del cuerpo humano, el virus del sia es frégil y comienza a morir a los

8 minutos. La tabla mostrada relaciona el porcentaje y de este virus que so-
brevive al cabo de x minutos en un ambiente no favorable. Asimismo, la re-
lacién xy = 800 describe el comportamiento de la disminucion del virus,

Ji a) ;Qué curva representa la relacion?
b} ;Cémo es la relacion entre x - y?
100

90 x(min) 8 10 12 14 16

80 y(%) 00 70 60 45 40

70

G0

=0 SOLUCION

40 a) Una hipérbola: B* — 4AC = (1Y - 4(0)(0) > 0.
b) Es una relacién inversa: cuando aumenta el tiempo,

X el porcentaje disminuye.

8 12 14 16 18 20 22

Identifica, en los ejercicios 5 al 7, el género de la conica en cada ecuacidn sin graficar.

Esercicio 5

3x + dxy—y 4+ 2x—6y + 8=10.
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